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Let G be a cubic graph of order 2n consisting of a cycle plus a perfect matching 
and let G* be the symmetric digraph obtained from G by replacing each edge of G 
by two opposite arcs. In this paper we study when G* can be decomposed into 
three hamiltonian circuits and in particular we prove that such a decomposition is 
impossible if n is even. 
Soit G un graphe cubique d’ordre Zn, forme de l’union d’un cycle et d’un 
couplage parfait. Soit G* le graphe orient& symitrique obtenu en remplacant 
chaque arhe de G par deux arcs opposes. Dans cet article, nous nous intkessons 
aux decompositions de G* en 3 circuits hamiltoniens; en particulier, nous montrons 
que si n est pair, une telle decomposition est impossible. 
Dans [l] nous avons montre que le graphe K, + K, (somme cartisienne 
de K, et K,) Ctait decomposable en cycles hamiltoniens si n + m est pair et 
en cycles hamiltoniens plus un couplage parfait si n + m est impair. En 
essayant d’etendre ce resultat au cas oriente nous avons ettc amen&s a Ctudier 
le probleme suivant: soit G un graphe d’ordre 2n forme de q cycles de 
longueur 2n et d’un couplage parfait-a n a&es. Soit G* le graphe oriente 
symetrique obtenu en remplacant chaque ar&te {x, y} de G par les 2 arcs 
opposes (x, y) et (y, x). Le problbme consiste a savoir si G* est decom- 
posable en 2q + 1 circuits-rientes-hamiltoniens. Dans cet article, nous 
etudions le cas q = 1. (Pour d’autres resultats sur la decomposition des 
graphes, voir [2].) 
EXEMPLE. n = 9. 
G est compose. du cycle (1, 2, 3 ,..., 2n, 1) et du couplage ({ 1, 14) {3, 16) 
{5,18} {7., IO} {9,12} { 11,4} { 13,6) { 15,2} (17,8}). Dans ces conditions 
G* est somme des trois circuits hamiltoniens orient&: 
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C, = (1, 14, 15, 2, 3, 16, 17, 8, 9, 12, 13, 6, 7, 10, 11, 4, 5, 18, 1), 
C, = (1, 2, 15, 16, 3, 4, 11, 12, 9, 10, 7, 8, 17, 18, 5, 6, 13, 14, l), 
C, = (1, 18, 17, 16, 15, 14, 13, 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1). 
Supposons que G* admette une decomposition en 3 circuits C I, C,, C, et 
soient C, , C,, C, les cycles hamiltoniens de G associes (c’est a dire obtenus 
en supprimant l’orientation). 
Deux quelconques des 3 cycles Ci (i = 1, 2, 3) ont alors exactement n 
a&es en commun: en effet, supposons que C, et C, aient p aretes en 
commun; puisque chacun de ces 3 cycles contient 2n aretes C, doit contenir 
les 2 (2n -p) arttes non communes i C, et C,. Autrement dit: 2n = 4n - 2p 
soit p = n. Dans la suite nous supposerons (quitte a renumeroter les 
sommets) que le circuit C, s’ecrit: (1, 2n, 2n - l,..., i + 1, i ,..., 2, 1). Les arcs 
que peuvent alors emprunter les circuits C, et C, sont les arcs (i, i + 1) oti 
i E [ 1,2n], les entiers &ant pris modulo 2n, ainsi que les arcs d’un couplage 
parfait symetrique. 
Puisque C, et C, ont n a&es communes, chacun avec C,, C, (resp C,) 
utilise done n arcs (i, i + 1) et IZ arcs de couplage. Par ailleurs, si C, 
(resp C,) contient un arc (i,j) du couplage il doit contenir les arcs (i - 1, i) 
et (j,j + 1); il y a done necessairement alternance des arcs du couplage et 
des arcs (i, i + 1) dans le circuit C, (resp C,); de plus, les arcs de la forme 
(i, i + 1) &ant dans un circuit C, (resp C,) en nombre n et sans extremites 
communes possibles C, (tesp C,) utilise soit tous les arcs du type 
(2p, 2p + 1) soit tous ceux du type (2p + 1, 2p + 2). Enfin, les extremites 
dune a&e du couplage sont de parite differente. 11 en resulte en particulier 
que G est un graphe biparti G = (1, P) oi I (resp P) designe l’ensemble des 
sommets de numeros impairs (resp pairs); un des “referees” du “Journal of 
Combinatorial Theory” et Jean-Luc Fouquet nous ont alors fait remarquer 
que le probleme de la decomposition de G* en trois circuits hamiltoniens 
C,, C,, C, peut s’exprimer par le fait que G est fortement hamiltonien: i 
savoir que G est decomposable en 3 couplages tels que la reunion de deux 
quelconques d’entre-eux forme un cycle hamiltonien. 
Le graphe G &ant biparti, numerotons ses sommets par { 1,2,..., n, 1’) 
2’,..., n’.) de sorte que le circuit C, s’ecrit alors: { 1, n’, n ,..., p’,p ,..., l’, 1.). 
Les trois couplages mention&s ci-dessus sont des bijections de (1,2,..., n} 
dans { 1’) 2’,...,‘n’.}. En identiliant p’ avec p ils correspondent a 3 
permutations de { 1, 2 ,..., n }. 
Le premier couplage: p +p’ est decrit par la permutation identite i dans 
{ 1, 2 ,..., n). 
Le second couplage: p’ -+p t 1 (n) est decrit par la permutation circulaire 
u dans (1, 2 ,..., n}. 
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Le troisieme couplage p + q’ (06 q’ #p’) est decrit par une permutation 
appelee 0: p + q = 8(p). 
Le fait que G est fortement hamiltonien c’est-h-dire que l’union de 2 
couplages quelconques forme un cycle hamiltonien s’exprime par le fait que 
si $ et Y sont les permutations de { 1, 2,..., n) associees A deux couplages, 
$!T’ est la permutation cyclique d’ordre n. Done 0 et 013 sont de telles 
permutations cycliques et par suite leurs signatures sont: (-l)“- ‘; mais la 
signature de a0 &ant le produit des signatures de u et tI on a (-l)“-’ = 1 ce 
qui implique que n est impair. 
THBORBME. Si n est pair, G* d’ordre 2n n’est pas dkomposable en 3 
circuits hamiltoniens C , , C, , C, . 
Remarque 1. G peut etre somme de plusieurs fa9ons d’un cycle 
hamiltonien et d’un couplage parfait. 11 se peut que la decomposition de G* 
en C,, C,, C, n’apparaisse pas pour une association (cycle hamiltonien et 
couplage parfait) et apparaisse pour une autre association. 
Remarque 2. La somme cartbsienne K, + C, = G est un graphe non 
biparti. G* n’est done pas decomposable en trois circuits hamiltoniens et 
ceci quelque soit la pariti de m. 
Note. Jean-Luc Fouquet nous a signale que le resultat ci-dessus peut 
s’tnoncer: 
4 Si G est biparti, d’ordre 2n, et est fortement hamiltonien, alors 
2n = 2 (mod 4) %. 
Le resultat a ett etabli par Kotzig [3] avec une demonstration sensiblement 
plus longue. 
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